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La présentation, la lisibilité, 1'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; ['utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de |'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

L’exercice et le probléme qui suivent sont totalement indépendants.

Exercice

Notations et conventions: Soit un réel a et n un entier supérieur ou égal & 3. On considére R,, [X]
I’ensemble des polynomes a coefficients réels de degré au plus n. On note P*) la dérivée k-iéme de
P € R, [X] pour tout k£ € N avec comme convention P(®) = P. D’autre part on pose 0! = 1.

Pour tout P € R, [X], on définit le polynéme f (P) par

F(P)(X) = (X ~a) (PD(X) + PU(a)) - 2(P(X) - P(a).

1. Calculer f (1), f(X —a)et f((X - a)2).
2. Soit P € R, [X] non nul de degré d et de coefficient dominant cy. Calculer P,
3. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].



4. Soit P € R, [X] et € R. Montrer par récurrence sur m € N que

m (k) a X T T — m "
P(:c):zpk'( )(a:—a) +/ (—-—Wt—)pm ) (t) dt.
i . !

5. En déduire que pour tout P € R, [X]

" P (g
P(X):ZP ( )(X—a)k.

!
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6. Soit P € R, [X]. Montrer que
1P x) =S 2o @) (x - o
k=3

7. En déduire les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés. L’endomorphisme f
est-il diagonalisable ?

Probléme

Notations: si a et b sont deux nombres réels, on désigne par a A b le plus petit de ces deux nombres
et par a V b le plus grand de ces deux nombres. Tout au long du probléme (2, F,P) désignera un
espace probabilisé et les variables aléatoires utilisées plus bas seront toutes définies sur cet espace
probabilisé.

Partie I (Distance en variation)

Dans cette premiére partie on considére un ensemble discret K dont on suppose qu’il est soit fini
soit égal & I’ensemble des entiers naturels N. 4 désigne 'ensemble de toutes les parties de K et
pour tout A € A, on note A le complémentaire de A dans K.

Soient P et ) deux lois de probabilité sur K. Pour tout £ € K, on pose pp = P ({k}) et
gx = Q ({k}). On rappelle que p; > 0 pour tout k € K avec ), . px = 1. De plus toute probabilité
P est entiérement déterminée par la donnée de (py ), Puisque pour tout A € A, P(A) = >, . 4 Pk-

Lorsque K est fini on définit la distance en variation entre les probabilités P et () par

D(P,Q)Z%lek—%l- ()

kek

I. 1) Lorsque K= {0, 1}, exprimer D (P, Q) en fonction de p; et ¢;.

L. 2) Lorsque K= N, vérifier que la série de terme général (|pr — qi|),cy €st convergente.
On étend donc la définition de la distance en variation donnée par (i) au cas o K= N.
I. 3) Vérifier que |P (A) — Q (A4)] € [0, 1] pour tout A € A.

I. 4) Montrer que pour tout A € A

2|P(4) - Q(A)| =

Z (P — qx)

keA

+ Z(pk_Qk) .

kcA




I. 5) En déduire que pour tout A € A

|P(4) - QA < D(PQ). (ii)
1. 6) Montrer que la partie Ag = {k € K : qx > pi} réalise 'égalité dans (ii), c’est & dire que

|P (Ao) — Q(A)| = D (P,Q).

1. 7) Démontrer la formule
D(P,Q)=1-) (PN
kek
I. 8) On considére un couple de variables aléatoires (X,Y) tel que X soit de loi P et Y soit de
loi (). Autrement dit, pour tout k € K

P(X =k)=pr et P(Y = k) = ¢.

Montrer que D (P,Q) <P(X #Y).

Partie II (Couplage binomiale-Poisson)

Soit n un entier strictement positif et A un réel strictement positif, strictement plus petit que n.
L’objet de cette deuxiéme partie est d’étudier un exemple: 'approximation de la loi binomiale par
la loi de Poisson en terme de distance en variation. Plus précisément, si d'une part B (n, A/n)
désigne la loi binomiale de parameétres n et A/n et si d’autre part on note P () ) la lot de Poisson
de paramétre ), le but est de prouver la majoration suivante:
32
D(B(n,Afn) P(A)) < > (iv

ou D est définie au (i).

I1. 1) Soit Y3, ..., Y, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson de parameétre
A/n, donner sans démonstration la loi de >, ;.

II. 2) Vérifier que pour tout z € [0,1]

fz) =1-(1-1x)exp(x)

appartient a [0, 1].

Soit Uy, ...,U, n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre
f(A/n). On suppose que les variables Uy, ..., U, sont indépendantes des variables Yi,...,Y, de
la question II. 1). Pour i € {1,...,n}, on pose X; =0siU; =Y; = 0 et X; = 1 sinon.

II. 3) Vérifier que pour tout ¢ € {1,...,n}, X; suit une loi de Bernoulli de paramétre A/n et
donner la loi de >, X;.

II. 4) Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}

32
P(X:#Y;) < 3

(On pourra établir que pour tout z réel 1 + z < exp(z)).



II. 5) Montrer que
n n n
P (in # ZYi) <P (U{Xi # Yi}) :
=1 i=1 i=1
I1. 6) En déduire que
n n A2
P (ZXi # ZY;) <—,
n
i=1 =1

puis conclure quant a (iv).
I1. 7) Quel résultat connu peut-on déduire de (iv) lorsque n tend vers l'infini?

Partie III (Couplage optimal)

Le but de cette troisiéme partie est de compléter le résultat obtenu au I. 8). On reprend donc
les notations de la partie I ( Distance en variation). On souhaite construire un couple (X,Y) de
variables aléatoires telles que X soit de loi P, Y soit de loi Q et P(X # Y) = D (P, Q). Pour plus
de simplicité on pose § = D (P, Q) et on suppose que 8 €]0, 1[.

On considére quatre variables aléatoires indépendantes Xg, X1, Y; et Z dont les lois sont spécifiées
ci-dessous. Xg, X; et Y7 sont & valeurs dans K avec

1

P(Xo=k) = =

(px A gx),

PG = k) =5 (@) V0),

1
P(Y)=k) = 5((% —pr) VO0),
pour tout k € K et Z est une variable de Bernoulli de probabilité de succés 6. On définit le couple
(X,Y) de la maniére suivante: (X,Y) = (X1,Y1)si Z=1et (X,Y) = (Xo, Xo) si Z = 0.
I11. 1) Prouver que X a pour loi P tandis que Y a pour loi Q.
I1I. 2) Calculer P(X; = Y}).

I1I. 3) Conclure.





