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Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants.

EXERCICE

On considére un espace vectoriel résl 5 de dimension 2. On note B = {e1, e2) une base de E.

Dans tout P'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal 3 2.

Un endomorphisme f de I est dit ¢yclique d’ordre n sl existe une famille {z1,%2,...,2,) de vecteurs
distincts de B, qui engendre F et tels que f(z1) = zq, f22) = z3,. . ., F@n-1) = 2, f(2n) = 1. On dit
alors que (z1,...,%,) est un cycle d’ordre n powr f.

1. Un exemple,

Dans cette question, I’endomorphisme f est défini par

fler) =eq
flez) = ~ey + e
Déterminer un cycle de f de premier vecteur z; = —ey + e5. Quel est son ordre ?
On revient désormais au cas général ; on suppose que f est cyclique d’ordre n et que {%1,%2,...,%,) est

un cycele d’ordre n de f.
2. Montrer que deux vecteurs conséeutifs du cycle forment une base de .

3. Pour tout entier naturel m, on définit f™ par récurrence : f% =T d, ol Id représente 'endomorphisme
identité de F et pour tout k 2 1, f¥ = f¢1o f.
a) Montrer que f* = Id.
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Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants.

EXIERCICE

On considére un espace vectoriel réel £ de dimension 2. On note B = (e, ez) une base de E.

Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal 4 2.

Un endomorphisme f de E est dit cyclique d’ordre n il existe une famille (2,29, ..., @) de vecteurs
distincts de B, qui engendre E et tels que f(z1) = 22, f(z2) = 23,.. ., F(#n_1) = 2p, f{€n) = z1. On dit
alors que (z1,...,%,) est un cycle d’ordre n pour f.

1. Un exemple.
Dans cette question, 'endomorphisme f est défini par

fle) =ea
flez) = —e1 +ey
Déterminer un cycle de f de premier vecteur z; = —e; + ey. Quel est son ordre 7

On revient désormais au cas général ; on suppose que f est cyclique d’ordre n et que (Z1,%2,...,%,) est
un cycle d’ordre n de f.

2. Montrer que deux vecteurs consécutifs du cycle forment une base de E.

3. Pour tout entier naturel m, on définit f™ par récurrence : fO = Id, ott Id représente Pendomorphisme
identité de & ef pour tout k > 1, f¥ = fr 1o 7.

a) Montrer que f* == Id




b) Montrer que si m est un entier tel que 0 <m < n, alors f™ £ Id,

4. Soit z un vecteur non nul de E, qui n’est pas un vecteur propre de f. Montrer que (z, f(z),. .., 7))

est un cycle d’ordre n de f.
5. Peut-il exister un scalaire A tel que f = ATd?

6. a}) Montrer qu’il existe une base de £ dans laquelle la matrice associée & f s6crit
0 a
1 &

7. Montrer que les valeurs propres de f sont les racines du polyndme P(z) = z% — bz — a,

b) Montrer que f? = ald + bf.

8. En utilisant la question 3, montrer que si A est une valeur propre de £, alors A" = 1.

9. a} On suppose que le polyndme P admet deux racines réelles distinctes. Caractériser f.
b) Exprimer, pour tout entier % 3 1, f* en fonction de f et Id.

10. Montrer que le polyndme P ne peut admettre admet une unique racine réelle.

11. On suppose dans cette question que P admet deux racines complexes.

) . , 2kom .
a) Montrer que ces racines sont de la forme e et e™®, avec § = 25 et ko un entier de 0,n—1].
n

b} Montrer que f2 = 2coséf — Id.
¢) Exprimer, pour tout entier naturel m, f™ en fonction de f et Id.

PROBLEME
Dans ce probléme, les variables aléatoires sont toutes définies sur un espace probabilisé (2, 4, P). Si X

est une variable aléatoire réelle, B(X) désigne son espérance.

Tt
Lorsque (X )nene est une suite de variables aléatoires réelles, on pose, pour tout n > 1, S, = ZXk.
k=1

On admet le résultat suivant (appelé théoréme de transfert)
* si X est une variable aléatoire discrate, et si g est une fonction définie sur I’ensemble des valeurs prises

par X, alors F(g(X)) = Z g(x)P(X = g), lorsque cette somme existe.
fAS Y

Partie [

1. Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, admettant une espérance m.
Enoncer, avec précision, la loi faible des grands nombres pour une suite de variables aléatoires (X,).

2. Soit § un réel strictement positif et A un sous-ensemble de R tel que lintervalle Jm — &, m + & soit
inclus dans le complémentaire de A. Déterminer

lim P (52 € A)
n—--co )




Partie 11
Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli B{p), avec 0 < p < 1, et -

(Xn)nz1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que X. On note
ki3

Sp = X;. On rappelle que P(X = 1) = p, PX=0)=1-p=qy.
i=1
Soit s un réel donnd. On définit une variable aléatoire ¥ par, pour tout w & §)
Y{w) = X @)
ol e représente la fonction exponentielle. Par abus do notation, on pose ¥ = g%,
1. a) Montrer que pour tout s réel, la variable aléatoire e admet une espérance F(eX),
b) Déterminer Ia fonction ¢ : s —s E{esX), |
2. a) Préciser la loi de S,,.

b) Déterminer —'Sr;—n {§?) et 1a loi de la variable aléatoire —Sﬁ
i
¢) Soit s réel. Montrer que E(es‘sf) = (p(s/n))".
Soit a un réel fixé de ]0,1].
3. a) On note K, = {k € [0,n] | k/n > a}. Soit s un réel positif. Montrer que
E(esgnl 2 Z es% (n)pkqn—k 2 eaSP (&'{ ; a)
kEXK, k n

b) Montrer que, pour tout s 3 0

d (% 2 C‘) < (p(s/n))meo

4. On suppose dans cette question que o > P
a) Ftudier sur R les variations de la, fonction £, définie par
Lo 8 as — Ingp(s)
b) Montrer que la fonction £, atteint sur R* un maximum strictement positif A(e,p) que I'on calculera
en fonction de a et p,

¢) Montrer que

—n{sup{at — Inyp(t))
) <e >0 — 8—nh{a,p)

P (ﬁg Z0
n
5. On suppose dans cette question que a < p (donc 1 —a > 1 — p).
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire n — 3,,.

b) Montrer que

—n{sup{at — In p(t
P (%— < a) ge (Kg( v) = g "h{l-a,l-p) _ —nh{e:p)

6. Soit £ > (.
a) Déduire des questions précédentes que

(

avec H(p,e) = min(h(p — &, p), h(p + €,0))

Sn
— =P

2 E.‘) $ 2e—~nH(p,e)
i




= —p
i

- a).
7. Une entreprise souhaite acquérir une machine qui fabrique un certain type d'objets el qui, en
fonctionnement normal, produit une proportion p, (0 < p < 1), d’objets défectuenx. Le directeur veut .

connaftre la valeur de p. Pour cela il teste la machine et préléve un échantiflon de n, (n = 1), objets qu’il

b) Déterminer lm P(

n—+f-oo

analyse.
Pour tout ¢ € [1,n], soit X; la variable aléatoire de Bernoulli définie par

X = { 1 sile d-iéme objet prélevé est défectueux
' 0 sinon
On suppose que dans les conditions de prélevement, les variables aléatoires X7, . . . , X, sont indépendantes.

S, . .
a) Montrer que ¥y, = =2 est un estimateur sans biais de f2
7

b} Calculer le risque quadratique r,, = B (£, — p))?. Déterminer gﬂn The
it} -0

8. Soit « un réel de J0,1f. On souhaite déterminer dans cette question un intervalle de confiance du
parameétre p inconnu, au niveau de confiance 1 — a, & partir de Péchantillon (Xy,..., X,).
a) Quelle est la limite en loi de la suite JﬁM ?

vpe(i-p) )
b) Soit f, la réalisation de B, sur 'échantillon considéré. Soit to le réel défini par $(t,) =1 — g, ol &
désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée, réduite,

Montrer qu*un intervalle de confiance de p au niveau 1 — « est donné par {Uy, Vo] tel que

P(UnSpSVn)él—Oﬁ

avec
2

to 3
Uﬂ_fﬂ_‘2\/h‘; Vn**-fn”*‘z\/ﬁ

. . Sn(w . I
9. a) Soit w € . Montrer que la suite L?E—)) ne tend pas vers m si et seulement s'il existe k € N*
i

tel que pour tout n € N, il existe n’ > n tel que

Sn-'(w) 1
Sl 1

b} Montrer que
S (w) _ ml 1) < e—nH(m,1/k)

; k)| 31 S Hm R

k

PU(

nizn

c) Soit k€ N* et Ay = {w & Q| Vn e N* In’ > n tel que léﬂé?"—)—m’> 31
Montrer que P(Ag) = 0.
En déduire que

n—++400

P({weﬂ| lim gf‘é—wl#m})zO




